FISA DE LUCRU - CLASA A XI-A - MATEMATICA-INFORMATICA

Operatii cu limite de siruri

Operatii cu siruri convergente - Calcule cu + - Cazuri de nedeterminare - Polinoame si rapoarte
- Exponentiale - Radicali - Sume

intrebarea fisei: Cum calculezi limita unui sir scris cu sume, produse, caturi, puteri Si
radicali si ce faci cand regulile de calcul nu dau raspunsul?

PARTILE 1-2 PARTEA 3 PARTILE 4-7 PARTEA 8
Reguli de calcul Cazuri de Limite de baza, Sume, siruri marginite
nedeterminare polinoame, radicali

] Pornim de la ce stii

Trei verificari rapide. Daca una dintre ele iti ridicd probleme, noteaza-o: la ea revii prima.

1. Completeaza:

a) lim = - b) limn? = -- o 1im (2) = -
n-on n-—oo n—oo 3

d) lim3" = ... e) lim(-1)" = ---
n—oo n—oo

2. Da factor comun fortat: 3n* — 5n + 2 = n?(...) si 3™ + 2™ = 3™(...).

o o 1
3.Aratdcavn+1—+Vn = W

Il Teorie pe scurt

Intai regulile de calcul si cazurile in care ele nu se aplica. Apoi, pentru fiecare tip de sir,
metoda pas cu pas (in chenarul gros) si exemple rezolvate. La final gasesti schema
recapitulativa si firul logic.
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1. Operatii cu siruri convergente

TEOREMA
Daca a, » asib, » b,cua,b € R, atunci:

» suma si diferenta: a,, + b, » a * b;
e produsul: a, - b,, = a - b; in particular Aa,, = Aa, pentru 1 € R;

. catul: Z—” - %, daca b # 0:

n
b o .
s puterea: a," - a’, dacd a,, > 0 sia > 0;
« radicalul: */a,, —» ¥/a (cu a, = 0, daci k este par);
* modulul: |a,| = |a|.

Pe scurt: limita ,trece” prin operatii, atunci cand rezultatul are sens. Regulile se folosesc
fara demonstratie.

EXEMPLUL 1 - SIRURI CONVERGENTE

2 1
9 tim (3+2)(5- L) =3-5=15
n n

n—>oo

2

1
b) lim 4+;=x/Z

n—oo

2+— 2
c) lim (l + %) "= (3) = i (baza si exponentul au limite finite, iar baza limita este

n—-oo \2 2

pozitiva).

2. Calcule posibile cu £«

Cand cel putin una dintre limite este infinita, rezultatul se citeste din tabelul de mai jos. Aici
a, b € R sunt limite finite, iar 0, (0_) inseamna limita 0, cu termeni pozitivi (negativi) de la un
rang incolo.

a+ (tow) =+, a+ (—o)=—-x

Adunare
(+0) + (+00) = +00, (=00) + (—0) = —00
a-(+o) =+osia-(—»)=—oco,dacaa >0
Inmultire a-(+w)=—-osia-(—x) =+, dacd a <0

(+00) - (+00) = (=00) - (=00) = 0, (+00) - (—00) = —0
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a a
—:—:0

Eee) —00

== = +oo,dacd a > 0; == = —o, dacdi a < 0
Impartire

Oi = 400 §i Oi = —oo, dacd a > 0 (invers, dacd a < 0)
+ —_—

+oo +00

_ +oo) _ = —00

0, 0_

at® =+ow,dacda>1; at®=0,dacd0<a<1
a®=0,dacaa>1, a®=+4+mw,dacad<a<l1
(+0)? = 400, dacd b > 0; (+)? =0, dacd b < 0
(+0)*® = 400, (+0)™® =0, 0I®=0, 0;° =+

’v-|—_oo = 400
\/=o = —o0, pentru k impar

Puteri (baza pozitiva)

Radicali

DE RETINUT
* La adunare, un numar finit ,nu conteaza” langa +oo.

* La inmultire si la impartire, rezultatul se stabileste cu regula semnelor.

a 0 q R
*La o cua # 0, trebuie aflat semnul numitorului: Bfara semn nu are sens.

EXEMPLUL 2 - FORME DETERMINATE
a) lim (n? + 5) = +o (forma +oo + 5).
n—-oo

. -3 =
b) lim === 0 (forma +oo).

n—oco N+

c) ii_r)glo(z —n) - 3" = —oo (forma (—) - (+00)).

d) lim (2 +2)" = oo (forma 2+), dar lim (% +2)" = 0 (forma 3.

n—-oo

3. Cazuri de nedeterminare

DEFINITIE
Un caz de nedeterminare (caz exceptat) este o forma pentru care regulile de calcul nu
dau rezultatul. Sunt sapte:
©w—0, 0-00, —, —, 1° % (Q°
o’ 0
Rezultatul depinde de sirurile concrete. Transformi expresia pana ajungi la o forma din
tabelul de la punctul 2.

Cazurile 1%, «° si 0° apar la puteri cu baza si exponentul variabile. Ele se rezolva cu
ajutorul numarului e.
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EXEMPLUL 3 - DE CE = - » NU ESTE 0
Toate diferentele de mai jos au forma oo — oo, dar rezultatele difera:

*(n+3)—-n=3-3
onz—nzn(n—l)—)+00
*n—n*=n(1l-n)-> -

s(n+ (1™ —n = (—1)", care nu are limita.

polinoame; diferente de radicali; factor comun fortat; amplific cu

o0 — O
diferente de fractii conjugatul; aduc la acelasi numitor

© rapoarte de polinoame, de dau factor comun fortat termenul
o radicali sau de exponentiale dominant, sus si jos

0o produse scriu produsul ca un cat sau il efectuez
0 S o . simplific; amplific cu conjugatul;
— caturi de siruri cu limita O . P P . . ,
0 inmultesc sus si jos cu o putere a luin

uteri cu baza si exponentul . . .
1%, 0, 0° P I eXP cu ajutorul numarului e

variabile

ATENTIE - GRESELI FRECVENTE

e co — oo nu este 0, 2 nu este 1, 0 - oo nu este 0, iar 1° nu este 1.

« In schimb, (+) + (+), (+) - (+), (+0)** si 03* nu sunt cazuri de
nedeterminare.

« Inainte de orice calcul, scrie ce forma ai. Daca este caz de nedeterminare, transformi.
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4. Limite fundamentale

DE RETINUT

¢ limnk = oo si lim ik = 0, pentru k € N*.

n—-oo

* limn% = 400, dacd a > 0, si limn* =0, daca a < 0. De exemplu, l1m\/— +o00 Si

n—-oo n—-oo

lim == 0.

* Sirul putere:
4o, q>1

1, q=1
3 n —
Ime™=9g ge(-1;1)
nu exista, q<-1

* lim Va = 1, pentru a > 0: exponentul L tinde la 0, deci an -a’=1.

n—-oo

* Daca (a,,) este marginit si b, — 0, atunci a, b, — 0 (criteriul majorarii).

a) lim ( ) = 0, pentru ca % € (—1;1).

n—>0o

n
b) lim (— Z) nu exista, pentru ca —5 < -1.

n—-oo

c) lim T = 4o00: numitorul tinde la 0, (forma —)

n—oo 0,9m

5. Polinoame si rapoarte de polinoame

* Metoda Factor comun fortat

Gasesc puterea cea mai mare a lui n (gradul), la numarator si la numitor.
o 5 2
Dau factor comun fortat aceasta putere: 3n? — 5n + 2 = n? (3 —=+ ;).

in paranteza, toti termenii in afard de primul tind la 0. Paranteza tinde la
coeficientul dominant.

Simplific (la un raport) si citesc rezultatul cu regulile de calcul.
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DE RETINUT
Pentru a, # 0 si k > 1: lim (q;n* + -+ ayn + ay) = a; - (+), adica +oo, daca a; > 0, si

n—-oo

—oo, daca a;, < 0.

0, k<p
Qg
an* +-+ay | k=p

lim = bp
nowbyn? + by | g

b

Pe scurt: compari gradele. La grade egale, limita este raportul coeficientilor dominanti.

((+),  k>p
P

EXEMPLUL 5 - POLINOAME
n—-oo

| 5 1 ;
. a) 1im(2n3—5n2+1)=limn3(2——+—3)=(+oo)-2:+oo |
i n—oo n n i
 b)lim@n—n?) = limn? (2= 1) = (+) - (~1) = —c0. Forma era oo — co. i
i n—-oo n—-oo n i

EXEMPLUL 6 - RAPOARTE DE POLINOAME
a) Grade egale:

| 1, 4 §
awoned w(3-3+5) 3 i
. 22 e o2 e 2\ "3 =
i n—-oo —00 2 4 i
| n (5 + nz) i
. b) Gradul de sus este mai mic: lim ——— = 0
i n—oo 2n“+3 i
i . a3 _ - i
i ¢) Gradul de sus este mai mare: lim 124" =2 (+) = —. :
i n—oo n4+6M 1 i

ATENTIE - GRADUL CU PARANTEZE S| RADICALI
* (2n — 1)3 are gradul 3 si coeficientul dominant 23 = 8. Nu e nevoie sa desfaci
paranteza.

*vdn?+n=n /4 + % ,se poartd ca” 2n: are gradul 1 si coeficientul 2. La fel, ¥/8n3 + 1 se

poarta ca 2n.

1 . 3
« \/n are gradul ~ iar ny/n are gradul =

A8 fp=a o (-3 3
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6. Exponentiale

* Metoda impart la termenul dominant
n Scriu toate puterile cu exponentul n: 5™*1 = 5. 5% 22 = 41 3n-1 = %
n Aleg puterea cu baza cea mai mare (in modul).

Dau factor comun fortat aceasta putere, sus si jos.

n Rapoartele care raman au forma g", cu |q| < 1, deci tind la 0.

i EXEMPLUL 8 - RAPORT DE EXPONENTIALE i
: 3\
L 2sest 5"(2+(§))_2+0_1 ;
i n‘l§o4.5n—2n_n‘l§o5n(4 (2)")_4—0_2 |
| ~ 6 |

EXEMPLUL 9 - DIFERENTA DE EXPONENTIALE

Foma - o @ -2 = i3 (1- () = -1 = e

ATENTIE - BAZE NEGATIVE

2" _
31’1

n
(=2)" nu are limita, dar (— g) — 0. La baze negative compari modulele bazelor.

7. Radicali: diferente si conjugatul

* Metoda Amplific cu conjugatul

Verific daca este cu adevarat oo — oo ,strans”™: compar coeficientii dominanti

(Vn? + 3n se poarta ca n).

Daca coeficientii dominanti difera, dau factor comun fortat n si am terminat.

VA+
reduc.

Obtin forma 3 si dau factor comun fortat n, sus si jos.

_p2
I Daca sunt egali, amplific cu conjugatul: VA — B = A—BB. Sus, termenii dominanti se
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DE RETINUT - FORMULE CU CONJUGATUL

A—-B
VA-E =

A-B?
VA+B

A-B?
VAZ + BVA + B2

VA-B =

VA-B =

EXEMPLUL 10 - PAS CU PAS

Calculeaza lim (Vn? + 4n — n).

n—-oo

Pasii 1-2. Forma oo — o0; Vn? + 4n se poarta ca n: coeficientii sunt egali.

Pasul 3.\/n2+4n—n =

\/n2+4n+n_\/n2+4n+n

Pasul 4. lim

EXEMPLUL 11 - DOI RADICALI

3
n—oo n—oo Vn+3+\/ﬁ -

lim (v +3 —vn) = lim = 0 (forma %o).

EXEMPLUL 12 - COEFICIENTI DIFERITI

conjugat.

8. Sume cu n termeni si siruri marginite

ATENTIE - CATI TERMENI ARE SUMA?

limita.

Clasa a Xl-a - Analiza matematica - Operatii cu limite de siruri

noo 2\ 1+1
n| [1+=-+1

n? + 4n — n?

. lim (\/n2 + 3n — Zn) = limn( fl + % - 2) = (400) - (—1) = —oo. Nu a fost nevoie de
1 n—>0oo n—-oo 1

. & . . 1 1 1 q
Regulile de calcul sunt pentru un numar fix de termeni. Suma ~t+—-+-+-,cun termeni,

este egala cu 1, desi fiecare termen tinde la 0. intai calculezi suma (o scrii fara ,...."), apoi
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DE RETINUT - SUME UTILE
nn+1)

2
1+3+5+-+(2n—-1)=n?
nn+1)(2n+1)

1+2+ - +n=

12422+ 4n?=

6
n+1_1
1+q+q*>+-+q"= , q#1
q—1
1 1 1
k(k+1) k k+1
EXEMPLUL 13 - SUMA
i o 1+2+-4+n  nn+1) 1 i
: lim = li == :
i n—oo n? n-o  2n? |

EXEMPLUL 14 - MARGINIT ORI SIR CU LIMITA 0

ATENTIE - AMBELE SIRURI TREBUIE SA AIBA LIMITA

n—oo n-oon

i sinn 1 . 1. sinn

. a)|—|<--0,deci lim =0.

. n n—-oo

i + +COSTl 1

g . n+cosn . L COST

' b) lim = lim —%- = -, pentru ca - 0.
! n-ooo 2n+1 n—oo 2+H 2 n

. . q q q 1 2 s c o2 o
poti scrie lim sinn - lim —. Folosesti criteriul majorarii.

Regulile de calcul cer ca ambele siruri sa aiba limita. Sirul (sinn) nu are limita, deci nu

Schema recapitulativa: ce fac dupa forma sirului

Cum arata sirul m Ce fac

polinom inn 00 —
. ) . co
raport de polinoame sau de radicali -
. o0
raport de exponentiale -

diferenta cu radicali, coeficienti

o0 — 0O
dominanti egali
diferenta cu radicali, coeficienti - o
dominanti diferiti
diferenta de fractii 00 — 00

Clasa a Xl-a - Analiza matematica - Operatii cu limite de siruri

factor comun fortat puterea cea mai
mare

compar gradele; factor comun fortat
sus si jos

impart la puterea cu baza cea mai
mare

amplific cu conjugatul

factor comun fortat n

aduc la acelasi numitor
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Cum arata sirul m Ce fac

suma cu n termeni — calculez intai suma

marginit ori sir cu limita O — criteriul majorarii

* Cel mai important Firul logic: cum calculezi o limita de sir

Urmeaza pasii in aceasta ordine, la fiecare problema

Inlocuiesc n gand fiecare bucata cu limita ei si scriu forma obtinuta.
Daca forma este in tabelul de calcule posibile, scriu direct rezultatul.
Daca este caz de nedeterminare, recunosc tipul sirului (schema de mai sus).

Transform: factor comun fortat, impartire la termenul dominant, conjugat sau
calculul sumei.

Scriu din nou forma: acum trebuie sa fie determinata.

Verific semnul si, daca pot, valoarea pentru un n mare.

Il Probleme pe niveluri

La fiecare limita scrie intai forma (de exemplu 2), apoi transformarea pe care o faci.

Nivel de baza

1. Stabileste daca forma este caz de nedeterminare. Daca nu este, scrie rezultatul:

5
a) (+) + (+) b) (4+0) — (+) ) 0 (+) d) —
&) 0 (=3) - (+o) g 1+ h) 3+
+0o0 -2
b (3) D5 K) (+00)0 1) 01>

2. Calculeaza (formele sunt determinate):

1

3 1 6 +—
2) lim (4 - —) (2 + —2) b) lim —1 O lim (942
n—oo n n n—oo 3 — n—oo n

n

n—0oo n—-oo

d) lim <n2 + %) ) lim (5 —n?) £ lim [(%)n + 2]
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i
g) nglc:lonz +1

i) lim (2" + n?)
n—0oo

3. Calculeaza:
a) lim (n3® — 5n% + 2)
n—0o

d) &i_{rolo[(Zn + 1)% — 4n?]

4. Calculeaza:

4n? + 3n
2n? —1
(3n —1)?
4n? +n
m+1D)(n+2)(n+3)
2n3

a) lim

n—->oo

d) lim

n—>0o

g) lim

n—>0o

5. Calculeaza:

&) i, 5w 1 3

6. Calculeaza:
a) ill‘glo (\/ n? 4+ 6n — n)
o) lim(Va+5—-vn+1)
n—-o0o

e) il_l)‘glo (\/ n? 4+ 3n — Zn)

Nivel consolidat

n

h) lim (3 + %)

n—oo

b) Tl£i_r)g(—2n‘* +n3 + 100n)

) lim[(n + 1) ~n?]

57‘l+1 +4_Tl

57 + 3"
2" 4 (=3)"

&) lim =+ (3

n—co gn

b) lim

n—oo

Clasa a Xl-a - Matematica-informatica

3 1i (1 1)
l)nl—{?oz n

n

c) lim (4n — n?)

f) lim [(n— 2)° = (n + 1)°]

2n3 —1
2

C)rlll—{go 1—n

n? +5n
n+1

£ li

m
n—oo

2" + 3"
4+ 1

c) lim

n—-oo

f) lim (5" — 4™)
n—-o0o

b) lim (Vanz +n—2n)

d)%i_r)rc}o(\/n2+n+1—\/n2—n)

f) lim (n —+/n?— 2n)

n—-oo

7. Calculeaza intai suma, apoi limita:

143+45++@2n—1)

2n2 +n

) i (1+1+1+ +1>
) Jim 22 on

y 1+2+-+n bY I
a)1;2; n?+1 )1;3;
124224+ n?
c) lim 3
n—oo n n—oo
li ( ! + ! + -+ ! )
e)nl—fgo 1-2 23 nn+1) n—oo

Clasa a Xl-a - Analiza matematica - Operatii cu limite de siruri

. (1+2++n n
hm( )

n+?2 2
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8. Calculeaza (compara gradele):

I Von? +n+2n bY lim Vn+1 " V8nd +n—n
R noo Vo F 3 O 2+ 1
 nn+1  Vn2+1++V4n2+3 Vnt+n
d) lim ——+ e) lim f) lim ————
n-o 2n% + 1 n-—-o Vn2 +5 n-ooo n+1

9. Calculeaza, folosind criteriul majorarii unde este nevoie:

i Gl bY Ii ncosn
a) nl—l;go n ) 711_1}310 n?+1

l 3n +sinn a1 2"+ (="
nte 2 LT

10. Parametri.

an?+3n+1

a) Determina a € R pentru care lim > = 3.
n-ooo 2n“+5
_ 3
b) Determina a € R pentru care limita lim (anlz)%m este finita.
n—->oo
2
c) Calculeaza lim % discutand dupa a € R.
n—o0o
11. Calculeaza, discutand dupa a > 0:

an + 2n aTl+1 + 21’1

) M Sy on D) i et

12. Adevarat sau fals? Pentru fals, da un contraexemplu.
a) Daca a,, » + si b, » +o0, atunci a,, — b, — 0.

b) Daca a,, — 0 si (b,,) este marginit, atunci a, b,, — 0.

c

d

Daca sirul (a, + by,) are limita, atunci sirurile (a,,) si (b,,) au limita.
Daca a,, — 2 si b, —» —oo, atunci a,b,, > —o.

bn
n

)
)
)
) - 1.

e) Dacé a, >0, a,, » 1 si b, > +o, atunci a

f) Daca a,, > 0 si a,, = 0, atunci L5 too.

an
13. Fie sirul x; = 1, Xppq = 5%, +3, 12 1.
a)Aratacax, =6 — 2%1 pentru orice n > 1.
b) Calculeaza lim x,,.

n—-oo

c) Calculeaza lim 2"(6 — x,). Ce forma avea limita?
n—->oo

14. Cazurile 0 - o si 0o — oo cu fractii. Calculeaza:

a) limn(\/n2+1—n) b) Aim\/ﬁ(\/n+1—\/ﬁ)
n—>0o —00
1 o (n?+1
c)il_r)g;\/nz+n d)gl_{rolo<n+1 —n)
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n? n?
li —
€) nl—r>rolo <n +1 n+ 2>

Nivel avansat

15. Calculeaza (conjugatul pentru radicalul de ordinul 3):

a) 711_1)1;10 (3\/113 + 3n? — n) b) rlll_r)glo (3\/713 +2n2 —yn2 + n)
C) Ai_r)gon(i/ﬁ +n—n)

Indicatie la b): aduna si scade n.

16. Calculeaza:
. 1-242-3+-+n(n+1)
a) lim

n—oo n3

1 1 1 1
b) lim — + o
) s n<1+\/§ 23 \/ﬁ+\/—n+1>

11 1
O\t st T oD D
D i 1+343%4--+3"

)n1—>n;>10 3n

17. Determina parametrii reali:

a) a si b, astfel incat lim (V4n2 + an + 1 — bn) = 3;
n—-oo

b) a si b, astfel incat lim ("2+1 —an— b) =0.
’ n-oo \n+1

18. Calculeaza cu criteriul clestelui:

a) lim V2n + 37

n—-oo

1 1 1
b) lim ( + + o+ —)
a2 VnZ+1 Vn?+2 Vn? +n
19. Discuta dupa parametru:

. -1\"

a) lim (a—) ,a €ER;

n—-oo \ 2
a™+1

b) lim —, a > 0.
a+2

n—-oo a+
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  a )    lim  n → ∞  1  n = …


  b )    lim  n → ∞   n 2 = …


  c )    lim  n → ∞    (  2 3 )  n = …


  d )    lim  n → ∞  3  n = …


  e )    lim  n → ∞ ( − 1  )  n = …


  3   n 2 − 5 n + 2 =   n 2  ( … )


   3  n +  2  n =  3  n  ( … )


   n + 1 −  n =  1   n + 1 +  n


    a  n → a


    b  n → b


  a , b ∈ ℝ


    a  n ±   b  n → a ± b


    a  n ·   b  n → a · b


  𝜆   a  n → 𝜆 a


  𝜆 ∈ ℝ


      a  n    b  n →   a  b


  b ≠ 0


    a  n    b  n →   a  b


    a  n > 0


  a > 0


     a  n  k →   a  k


    a  n ≥ 0


  k


  |   a  n | → | a |


  𝐚 )    lim  n → ∞  ( 3 +  2  n )  ( 5 −  1    n 2 ) = 3 · 5 = 15


  𝐛 )    lim  n → ∞  4 +  1  n =  4 = 2


  𝐛 )    lim  n → ∞  4 +  1  n =  4 = 2


   lim  n → ∞    (  1 2 +  1  n )  2 +  1  n =    (  1 2 ) 2 =  1 4


  a , b ∈ ℝ


   0 +


   0 −


  0


  a + ( + ∞ ) = + ∞ ,   a + ( − ∞ ) = − ∞


  ( + ∞ ) + ( + ∞ ) = + ∞ ,   ( − ∞ ) + ( − ∞ ) = − ∞


  ( + ∞ ) + ( + ∞ ) = + ∞ ,   ( − ∞ ) + ( − ∞ ) = − ∞


  a · ( + ∞ ) = + ∞


  a · ( − ∞ ) = − ∞


  a > 0


  a · ( + ∞ ) = − ∞


  a · ( − ∞ ) = + ∞


  a < 0


  ( + ∞ ) · ( + ∞ ) = ( − ∞ ) · ( − ∞ ) = + ∞ ,   ( + ∞ ) · ( − ∞ ) = − ∞


    a  + ∞ =   a  − ∞ = 0


    + ∞  a = + ∞


  a > 0


    + ∞  a = − ∞


  a < 0


    a   0 + = + ∞


    a   0 − = − ∞


  a > 0


  a < 0


    + ∞   0 + = + ∞ ,     + ∞   0 − = − ∞


    a  + ∞ = + ∞


  a > 1


    a  + ∞ = 0


  0 < a < 1


    a  − ∞ = 0


  a > 1


    a  − ∞ = + ∞


  0 < a < 1


  ( + ∞  )  b = + ∞


  b > 0


  ( + ∞  )  b = 0


  b < 0


  ( + ∞  )  + ∞ = + ∞ ,   ( + ∞  )  − ∞ = 0 ,    0 +  + ∞ = 0 ,    0 +  − ∞ = + ∞


    + ∞  k = + ∞


    − ∞  k = − ∞


  k


  ± ∞


    a 0


  a ≠ 0


   1 0


   lim  n → ∞ (   n 2 + 5 ) = + ∞


  + ∞ + 5


   lim  n → ∞   − 3  n + 1 = 0


    − 3  + ∞


   lim  n → ∞ ( 2 − n ) ·  3  n = − ∞


  ( − ∞ ) · ( + ∞ )


   lim  n → ∞    ( 2 +  1  n )  n = + ∞


   2  + ∞


   lim  n → ∞    (  1 2 +  1  n )  n = 0


     (  1 2 )  + ∞


  ∞ − ∞ ,   0 · ∞ ,    ∞ ∞ ,    0 0 ,    1 ∞ ,    ∞ 0 ,    0 0


   1 ∞


   ∞ 0


   0 0


  e


  ∞ − ∞


  ( n + 3 ) − n = 3 → 3


    n 2 − n = n ( n − 1 ) → + ∞


  n −   n 2 = n ( 1 − n ) → − ∞


   ( n + ( − 1  )  n ) − n = ( − 1  )  n


  ∞ − ∞


   ∞ ∞


  0 · ∞


   0 0


  n


   1 ∞


   ∞ 0


   0 0


  e


  ∞ − ∞


  0


   ∞ ∞


  1


  0 · ∞


  0


   1 ∞


  1


  ( + ∞ ) + ( + ∞ )


  ( + ∞ ) · ( + ∞ )


  ( + ∞  )  + ∞


   0 +  + ∞


   lim  n → ∞   n  k = + ∞


   lim  n → ∞  1    n  k = 0


  k ∈  ℕ ∗


   lim  n → ∞   n  𝛼 = + ∞


  𝛼 > 0


   lim  n → ∞   n  𝛼 = 0


  𝛼 < 0


   lim  n → ∞  n = + ∞


   lim  n → ∞  1    n 3 = 0


   lim  n → ∞   q  n =  {     + ∞ ,     q > 1    1 ,     q = 1    0 ,     q ∈ ( − 1 ; 1 )    nu   exist ă ,     q ≤ − 1


   lim  n → ∞   a  n = 1


  a > 0


   1  n


  0


    a   1  n →   a 0 = 1


  (   a  n )


    b  n → 0


    a  n   b  n → 0


   lim  n → ∞    (  2 3 )  n = 0


   2 3 ∈ ( − 1 ; 1 )


   lim  n → ∞    ( −  5 4 )  n


  −  5 4 ≤ − 1


   lim  n → ∞  1  0 ,  9  n = + ∞


   0 +


   1   0 +


  n


  3   n 2 − 5 n + 2 =   n 2  ( 3 −  5  n +  2    n 2 )


    a  k ≠ 0


  k ≥ 1


   lim  n → ∞ (   a  k   n  k + … +   a 1 n +   a 0 ) =   a  k · ( + ∞ )


  + ∞


    a  k > 0


  − ∞


    a  k < 0


   lim  n → ∞     a  k   n  k + … +   a 0    b  p   n  p + … +   b 0 =  {     0 ,     k < p        a  k    b  p ,     k = p        a  k    b  p · ( + ∞ ) ,     k > p


  𝐚 )    lim  n → ∞ ( 2   n 3 − 5   n 2 + 1 ) =  lim  n → ∞   n 3  ( 2 −  5  n +  1    n 3 ) = ( + ∞ ) · 2 = + ∞


   lim  n → ∞ ( 3 n −   n 2 ) =  lim  n → ∞   n 2  (  3  n − 1 ) = ( + ∞ ) · ( − 1 ) = − ∞


  ∞ − ∞


   lim  n → ∞   3   n 2 − n + 4  5   n 2 + 2 =  lim  n → ∞     n 2  ( 3 −  1  n +  4    n 2 )    n 2  ( 5 +  2    n 2 ) =  3 5


   lim  n → ∞   n + 7  2   n 2 + 3 = 0


   lim  n → ∞   1 − 4   n 3    n 2 + 6 n =   − 4 1 · ( + ∞ ) = − ∞


  ( 2 n − 1  ) 3


  3


   2 3 = 8


   4   n 2 + n = n  4 +  1  n


  2 n


  1


  2


    8   n 3 + 1 3


  2 n


   n


   1 2


  n  n


   3 2


   lim  n → ∞    4   n 2 + 1 + n  3 n − 2 =  lim  n → ∞   n  (  4 +  1    n 2 + 1 )  n  ( 3 −  2  n ) =   2 + 1 3 = 1


  n


   5  n + 1 = 5 ·  5  n


   2  2 n =  4  n


   3  n − 1 =    3  n 3


    q  n


  | q | < 1


  0


   lim  n → ∞   2 ·  5  n +  3  n  4 ·  5  n −  2  n =  lim  n → ∞    5  n  ( 2 +    (  3 5 )  n )   5  n  ( 4 −    (  2 5 )  n ) =   2 + 0  4 − 0 =  1 2


  ∞ − ∞


   lim  n → ∞ (  3  n −  2  n ) =  lim  n → ∞  3  n  ( 1 −    (  2 3 )  n ) = ( + ∞ ) · 1 = + ∞


  ( − 2  )  n


    ( − 2  )  n   3  n =    ( −  2 3 )  n → 0


  ∞ − ∞


     n 2 + 3 n


  n


  n


   A − B =   A −   B 2   A + B


   ∞ ∞


  n


   A −  B =   A − B   A +  B


   A − B =   A −   B 2   A + B


   A − B =   A −   B 2   A + B


    A 3 − B =   A −   B 3     A 2 3 + B   A 3 +   B 2


    A 3 − B =   A −   B 3     A 2 3 + B   A 3 +   B 2


   lim  n → ∞  (    n 2 + 4 n − n )


  ∞ − ∞


     n 2 + 4 n


  n


  𝐏 𝐚 𝐬 𝐮 𝐥   𝟑 .      n 2 + 4 n − n =     n 2 + 4 n −   n 2     n 2 + 4 n + n =   4 n     n 2 + 4 n + n


  𝐏 𝐚 𝐬 𝐮 𝐥   𝟒 .    lim  n → ∞   4 n  n  (  1 +  4  n + 1 ) =  4  1 + 1 = 2


  𝐏 𝐚 𝐬 𝐮 𝐥   𝟒 .    lim  n → ∞   4 n  n  (  1 +  4  n + 1 ) =  4  1 + 1 = 2


   lim  n → ∞  (  n + 3 −  n ) =  lim  n → ∞  3   n + 3 +  n = 0


   3  + ∞


   lim  n → ∞  (    n 2 + 3 n − 2 n ) =  lim  n → ∞ n  (  1 +  3  n − 2 ) = ( + ∞ ) · ( − 1 ) = − ∞


   1  n +  1  n + … +  1  n


  n


  1


  0


  1 + 2 + … + n =   n ( n + 1 ) 2


  1 + 3 + 5 + … + ( 2 n − 1 ) =   n 2


  1 + 3 + 5 + … + ( 2 n − 1 ) =   n 2


   1 2 +  2 2 + … +   n 2 =   n ( n + 1 ) ( 2 n + 1 ) 6


   1 2 +  2 2 + … +   n 2 =   n ( n + 1 ) ( 2 n + 1 ) 6


  1 + q +   q 2 + … +   q  n =     q  n + 1 − 1  q − 1 ,   q ≠ 1


  1 + q +   q 2 + … +   q  n =     q  n + 1 − 1  q − 1 ,   q ≠ 1


   1  k ( k + 1 ) =  1  k −  1  k + 1


   1  k ( k + 1 ) =  1  k −  1  k + 1


   lim  n → ∞   1 + 2 + … + n    n 2 =  lim  n → ∞   n ( n + 1 )  2   n 2 =  1 2


   |    sin ⁡  n  n | ≤  1  n → 0


   lim  n → ∞    sin ⁡  n  n = 0


   lim  n → ∞   n +  cos ⁡  n  2 n + 1 =  lim  n → ∞   1 +    cos ⁡  n  n  2 +  1  n =  1 2


     cos ⁡  n  n → 0


  (  sin ⁡  n )


   lim  n → ∞  sin ⁡  n ·  lim  n → ∞  1  n


  n


  ∞ − ∞


   ∞ ∞


   ∞ ∞


  ∞ − ∞


  ∞ − ∞


  n


  ∞ − ∞


  n


  n


   ∞ ∞


  a )   ( + ∞ ) + ( + ∞ )


  b )   ( + ∞ ) − ( + ∞ )


  c )   0 · ( + ∞ )


  d )    5  + ∞


  e )     + ∞  + ∞


  f )   ( − 3 ) · ( + ∞ )


  g )    1  + ∞


  h )    3  + ∞


  i )      (  1 2 )  + ∞


  j )     − 2   0 +


  k )   ( + ∞  ) 0


  l )    0 +  + ∞


  a )    lim  n → ∞  ( 4 −  3  n )  ( 2 +  1    n 2 )


  b )    lim  n → ∞   6 +  1  n  3 −  2  n


  c )    lim  n → ∞  9 +  5  n


  d )    lim  n → ∞  (   n 2 +  1  n )


  e )    lim  n → ∞ ( 5 −   n 3 )


  f )    lim  n → ∞  [    (  1 3 )  n + 2 ]


  g )    lim  n → ∞  7    n 2 + 1


  h )    lim  n → ∞    ( 3 +  1  n )  n


  i )    lim  n → ∞    (  1 2 −  1  n )  n


  j )    lim  n → ∞ (  2  n +   n 2 )


  a )    lim  n → ∞ (   n 3 − 5   n 2 + 2 )


  b )    lim  n → ∞ ( − 2   n 4 +   n 3 + 100 n )


  c )    lim  n → ∞ ( 4 n −   n 2 )


  d )    lim  n → ∞  [ ( 2 n + 1  ) 2 − 4   n 2 ]


  e )    lim  n → ∞  [ ( n + 1  ) 3 −   n 3 ]


  f )    lim  n → ∞  [ ( n − 2  ) 3 − ( n + 1  ) 3 ]


  a )    lim  n → ∞   4   n 2 + 3 n  2   n 2 − 1


  b )    lim  n → ∞   n + 5    n 2 + 1


  c )    lim  n → ∞   2   n 3 − 1  1 −   n 2


  d )    lim  n → ∞   ( 3 n − 1  ) 2  4   n 2 + n


  e )    lim  n → ∞   ( 1 − 2 n  ) 3    n 3 + 2


  f )    lim  n → ∞     n 2 + 5 n  3 n + 1


  g )    lim  n → ∞   ( n + 1 ) ( n + 2 ) ( n + 3 )  2   n 3


  a )    lim  n → ∞    3  n +  2  n   3  n − 1


  b )    lim  n → ∞    5  n + 1 +  4  n   5  n +  3  n


  c )    lim  n → ∞    2  n +  3  n   4  n + 1


  d )    lim  n → ∞    4  n −  3  n   2  2 n + 1 + 1


  e )    lim  n → ∞    2  n + ( − 3  )  n   5  n


  f )    lim  n → ∞ (  5  n −  4  n )


  g )    lim  n → ∞    6  n   2  n +  3  n


  a )    lim  n → ∞  (    n 2 + 6 n − n )


  b )    lim  n → ∞  (  4   n 2 + n − 2 n )


  c )    lim  n → ∞  (  n + 5 −  n + 1 )


  d )    lim  n → ∞  (    n 2 + n + 1 −    n 2 − n )


  e )    lim  n → ∞  (    n 2 + 3 n − 2 n )


  f )    lim  n → ∞  ( n −    n 2 − 2 n )


  a )    lim  n → ∞   1 + 2 + … + n    n 2 + 1


  b )    lim  n → ∞   1 + 3 + 5 + … + ( 2 n − 1 )  2   n 2 + n


  c )    lim  n → ∞    1 2 +  2 2 + … +   n 2    n 3


  d )    lim  n → ∞  ( 1 +  1 2 +  1 4 + … +  1   2  n )


  e )    lim  n → ∞  (  1  1 · 2 +  1  2 · 3 + … +  1  n ( n + 1 ) )


  f )    lim  n → ∞  (   1 + 2 + … + n  n + 2 −   n 2 )


  a )    lim  n → ∞    9   n 2 + n + 2 n  n + 5


  b )    lim  n → ∞    n + 1   4 n + 3


  c )    lim  n → ∞     8   n 3 + n 3 − n  2 n + 1


  d )    lim  n → ∞   n  n + 1  2   n 2 + 1


  e )    lim  n → ∞      n 2 + 1 +       n 2 + 3    n 2 + 5 


  f )    lim  n → ∞      n 4 + n  n + 1


  a )    lim  n → ∞   ( − 1  )  n   n


  b )    lim  n → ∞   n  cos ⁡  n    n 2 + 1


  c )    lim  n → ∞   3 n +  sin ⁡  n  n + 2


  d )    lim  n → ∞    2  n + ( − 1  )  n   2  n


  a ∈ ℝ


   lim  n → ∞   a   n 2 + 3 n + 1  2   n 2 + 5 = 3


  a ∈ ℝ


   lim  n → ∞   ( a − 1 )   n 3 + n    n 2 + 1


   lim  n → ∞   a   n 2 + n  n + 1


  a ∈ ℝ


  a > 0


  a )    lim  n → ∞     a  n +  2  n   3  n +  2  n


  b )    lim  n → ∞     a  n + 1 +  2  n    a  n +  2  n + 1


    a  n → + ∞


    b  n → + ∞


    a  n −   b  n → 0


    a  n → 0


  (   b  n )


    a  n   b  n → 0


  (   a  n +   b  n )


  (   a  n )


  (   b  n )


    a  n → 2


    b  n → − ∞


    a  n   b  n → − ∞


    a  n > 0


    a  n → 1


    b  n → + ∞


    a  n    b  n → 1


    a  n > 0


    a  n → 0


   1    a  n → + ∞


    x 1 = 1


    x  n + 1 =  1 2   x  n + 3


  n ≥ 1


    x  n = 6 −  5   2  n − 1


  n ≥ 1


   lim  n → ∞   x  n


   lim  n → ∞  2  n ( 6 −   x  n )


  0 · ∞


  ∞ − ∞


  a )    lim  n → ∞ n  (    n 2 + 1 − n )


  b )    lim  n → ∞  n  (  n + 1 −  n )


  c )    lim  n → ∞  1  n    n 2 + n


  d )    lim  n → ∞  (     n 2 + 1  n + 1 − n )


  e )    lim  n → ∞  (     n 2  n + 1 −     n 2  n + 2 )


  a )    lim  n → ∞  (     n 3 + 3   n 2 3 − n )


  b )    lim  n → ∞  (     n 3 + 2   n 2 3 −    n 2 + n )


  c )    lim  n → ∞ n  (     n 3 + n 3 − n )


  n


  a )    lim  n → ∞   1 · 2 + 2 · 3 + … + n ( n + 1 )    n 3


  b )    lim  n → ∞  1   n  (  1  1 +  2 +  1   2 +  3 + … +  1   n +  n + 1 )


  b )    lim  n → ∞  1   n  (  1  1 +  2 +  1   2 +  3 + … +  1   n +  n + 1 )


  c )    lim  n → ∞  (  1  1 · 3 +  1  3 · 5 + … +  1  ( 2 n − 1 ) ( 2 n + 1 ) )


  c )    lim  n → ∞  (  1  1 · 3 +  1  3 · 5 + … +  1  ( 2 n − 1 ) ( 2 n + 1 ) )


  d )    lim  n → ∞   1 + 3 +  3 2 + … +  3  n   3  n


  d )    lim  n → ∞   1 + 3 +  3 2 + … +  3  n   3  n


  a


  b


   lim  n → ∞  (  4   n 2 + a n + 1 − b n ) = 3


  a


  b


   lim  n → ∞  (     n 2 + 1  n + 1 − a n − b ) = 0


  a )    lim  n → ∞    2  n +  3  n  n


  b )    lim  n → ∞  (  1     n 2 + 1 +  1     n 2 + 2 + … +  1     n 2 + n )


  b )    lim  n → ∞  (  1     n 2 + 1 +  1     n 2 + 2 + … +  1     n 2 + n )


   lim  n → ∞    (   a − 1 2 )  n


  a ∈ ℝ


   lim  n → ∞     a  n + 1    a  n + 2


  a > 0

