FISA DE LUCRU - CLASA A XI-A - MATEMATICA-INFORMATICA

Puterile unei matrice patratice

Inductie - Puteri care se repeta - Binomul lui Newton - Relatia Hamilton—Cayley - Matrice cu sin si cos -
Matrice de tranzitie

intrebarea figei: Cum calculezi A2°2%, sau chiar A", fira sa inmultesti matricea cu ea insasi de 2025
de ori?

METODELE 1-2 METODA 3 METODELE 4-5 PARTEA Ill
Inductie, puteri care se Binomul lui Newton Hamilton—Cayley, matrice =~ Matrice in situatii practice
repeta cu sin si cos

] Pornim de la ce stii

Patru verificari rapide. Dacéd una dintre ele ifi ridica probleme, noteaz&-o: la ea revii prima.

< A2 _ 4. _(1 2
1. Calculeaza A = A ApentruA_(3 4).

2. Dezvoltd (x + 1)* cu binomul lui Newton.
Cat este C2?

3. Completeaza: cos(a + b) = --- si sin(a + b) = -+
2

= 2 . .
Calculeaza cos— si sin—

4. Afla restul impartirii lui 2026 la 3, la 4 si la 6.

Il Teorie pe scurt

Pentru fiecare metoda: cénd o folosesti, pasii (in chenarul gros) si un exemplu rezolvat. La final gasesti
firul logic care te ajuta sa alegi metoda.

DEFINITIE
Fie A € M, (C) o matrice patratica. Puterile lui A se definesc prin A' = A si AV = A" . A pentrun €
N*. Prin conventie, A° = I,.

DE RETINUT
A AT = AN (4™ =A™, (kKA)™ = k™A™ pentru orice numar k.

Atentie! Inmultirea matricelor nu este comutativa. In general (AB)" # A"B" si (A + B)? = A> + AB +
BA+ B?,nu A? + 2AB + B2
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1. Calculez, intuiesc, demonstrez prin inductie

* Metoda Metoda inductiei matematice

(B Calculez A%, A% (daca e nevoie, si 4*).

Observ ce elemente raman la fel si cum se schimba celelalte. Scriu forma banuita a lui A™
ca propozitie P(n).

K3 Verific P(1).

LI Presupun P(k) adevarata si calculez A*1 = A¥ - A. Obtin P(k + 1).

EXEMPLUL 1 - INDUCTIE

=2 _ (2 1
Calculeaza A™ pentru A = (0 1).

Pasul 1. A2 = (g i) A3 = (g Z)

Pasul 2. Pe prima pozitie apar puterile lui 2, iar alaturi un numar cu 1 mai mic. Banuiesc P(n): A™ =
(2” 2" — 1)
0 1 7
_ .20 1y _
Pasul 3. Pentru n = 1 obtin (0 1) =AV.

k k k+1 k k k+1 k+1
Pasul4.Ak+1=(2 2 —1)(2 1)=(2+ 2k +2 —1)=(2+ 2k —1)J

2. Puteri care se repeta

Uneori, dupa cateva inmultiri, apare o matrice simpla: I,,, —I,,, 0, sau chiar A inmultita cu un numar.

Atunci puterile ,se repeta” si nu mai ai nevoie de inductie pentru fiecare exercitiu.

* Metoda Metoda puterilor care se repeta
Calculez A%, A%, ... pana apare I,,, —1I,, 0, sau un multiplu al lui A.
Dacd A* =1, impartnlak:n=k-q+r,cu0<r<k.

Scriu A™ = (A¥)7- A" = A" (cu A° = ).

DE RETINUT
Ak = I, = A™ = A", unde r este restul impartirii lui n la k.
k — k —
A =—I, > A%k =1,
B* = 0, = B" = 0,, pentru orice n = k (matrice nilpotenta).

A2 =kA > A™ = k™14, pentru orice n > 1.

EXEMPLUL 2 - PUTERILE SE REPETA

Calculeaza A%°2° pentru A = (0 _1).

1 -1
e Y Hon

2026 = 3- 675+ 1, deci 42026 = (43)675 . A = A.
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EXEMPLUL 3 - A% = kA

Pentru A = (% i) A% = (150 ;g) = 5A4.

Atunci A% = A? - A = 54? = 524 si, prin inductie, A™ = 5" 1A.

3. Binomul lui Newton

Matricea unitate comuta cu orice matrice: I, - B = B - I, = B. De aceea, pentru A = al,, + B poti folosi
binomul lui Newton. Metoda e rapida cand o putere a lui B este 0,: suma se opreste dupa cativa
termeni.

DE RETINUT
Daca XY =YX, atunci (X + V)" = X¢_, Ck x"kyk,
Dacé A = al, + B si B*> = 0, atunci A" = a"I, + na"'B.

Dacéd A = al, + B si B® = 0,, atunci A" = a"I, + na" 'B + @ a™ ?B2.

* Metoda Metoda binomului lui Newton
Scriu A = al, + B. De obicei, a este numarul care se repeta pe diagonala principala.
Calculez B?, B3, ... pana obtin 0,,.
Aplic binomul lui Newton. Termenii care contin B* = 0, dispar.

Adun matricele ramase si verific formula pentru n = 1.

EXEMPLUL 4 - BINOMUL LUI NEWTON

310
Calculeaza A™ pentru A = <0 3 1>.

0 0 3
010 0 0 1
A=3L+B,cuB=(0 0 1) B>=|0 0 0], B*=0s.
0 0 0 0 0 0
nn-—1
L, =1 - 3" n.371 —(2 )-3n-2
A" = 3] .3n-lp p—~ Z.3n-2p2
3t v 0o 3n n-3n-1
0 0 3n

Verificare: pentru n = 1 obtin chiar A V.

ATENTIE

, , . . . « (1 0y..,_(0 1
Binomul lui Newton se aplicad numai matricelor care comuta. Pentru X = (0 0) siYy = (0 0) avem
XY # YX. Verifica singur ca (X + Y)? # X? + 2XY + Y2.

4. Relatia Hamilton—Cayley (matrice de ordinul 2)

Orice matrice 4 = (‘Cl Z

pe diagonala principala (urma matricei). Numarul ad — bc este produsul elementelor de pe diagonala
principala minus produsul celor de pe diagonala secundara.

) € M, (C) verifica relatia de mai jos. Numarul a + d este suma elementelor de
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DE RETINUT

A2 —(a+d)A+ (ad —bo) I, = 0,
Cus=a+dsip=ad—bc: A>=sA—pl,. Demonstratia este un calcul direct: o faci tu, la
exercitiul 5.

Din relatie, orice putere a lui A se scrie A" = x, A + y,I,. Inmultind cu A si inlocuind A2

A =, A2+ y, A= (Sxp+ V) A—DxXp 1y

DecCi x;41 = SXp + Vny Yne1 = —P Xy, @dica x4, = Sx,41 — P X, O recurenta liniara de ordinul 2, ca in
fisa despre siruri date prin recurente. Ecuatia ei caracteristica, r? — s + p = 0, are aceiasi coeficienti ca

relatia Hamilton—Cayley.

* Metoda Metoda relatiei Hamilton—Cayley
Calculezs =a+d,p =ad — bcsiscriuA> =sA—pl,.
Caut cazurile simple. Daca p = 0: A? = sA, deci A" = s 14 (metoda 2). Daca s? = 4p:
(A — %12)2 = 0, (metoda 3).
Altfel, scriu A™ = x, A+ yplo, Cuxy =1, X, =5 Si Xpyp = SXppq — D X

Rezolv recurenta, scriu y, = —p x,,_; si verific formula pentrun = 1 sin = 2.

EXEMPLUL 5 - HAMILTON-CAYLEY

= 13 i Am _ (4 -2
Calculeaza A° si A pentruA—(1 1).

Pasul1.s=4+1=5,p=4-1—(-2)-1=6, deci A2 = 54 — 6l,. Atunci A3 = 54% — 64 = 5(54 —
61,) — 64 = 194 — 301,.

Pasii 2-3. p # 0 si s? # 4p. Scriu x4 = 5Xp41 — 6%y, X1 = 1, x, = 5.

Pasul4.7> - 5r+6=0,r, =2,1, = 3,decix, =3"—2"siy, = —6x,_, =3-2"—2-3™

23n_2n 2n+1_2.3n
3n _pn 2n+1 —3n )
Verificare: x; = 27 —8 = 19 si y; = 24 — 54 = —30, la fel ca la Pasul 1 V.

At=@3"-2MA+(3-2" 2.3 1, = (

5. Matrice cu sin si cos

DEFINITIE

cost —sint
sint cost
originii cu unghiul t (o matrice de rotatie).

Pentru t € R notam R(¢t) = ( ) Inmultirea cu R(t) roteste un punct din plan in jurul

DE RETINUT
R(t) - R(w) = R(t + u): rezulta din formulele pentru cos(t + u) si sin(t + u).
R(t)™ = R(nt), pentru orice n € N* (prin inductie). In particular R(r) = —I, si R(27) = I,.

Matrice reductibile la R(t). Daca A = (Z _ab), (a,b) # (0,0), sir =+Va? + b?, atunci A =
b

T
a

r

=71R(t), Cucost = g, sint = g. Deci A™ = r™ R(nt).

Rl

Este aceeasi idee ca la forma trigonometrica a numarului complex a + bi = r(cost + i sint).
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* Metoda Metoda matricelor de rotatie

Verific forma: pe diagonala principala acelasi numar a, pe cealaltd diagonala —b (sus) si b

(jos).
Calculez r = va? + b? si dau factor comun r.

Gasesctcucost =

RS

.. b
Slsint =-.
r

Scriu A™ = r™ R(nt) si reduc unghiul nt la un unghi din [0,2m).

EXEMPLUL 6 - MATRICE DE ROTATIE

Calculeaza A® si A%°%¢ pentru A = ( 1 —\/§).
V31
T 1+3:2’COSt:leint=£,decit=EsiA=ZR(E).
2 2 3§ -

cosZ  —sinZ
A = 7P i é cos n_,i , deci A® = 26R(2m) = 64 I,.
3 3

1 43
2026 = 6 - 337 + 4, deci 42026 = 22026R () = 22026 2 2 | 92025 ( -1 ‘/5)
3 b -V3 -1
2 2

* Cel mai important Cum aleg metoda? Incepe mereu cu 42: de cele mai multe ori iti arata
drumul.

Calculez A? (eventual A%). Apare I, —1,, 0, sau kA? — puteri care se repeta.

Pe diagonala principala se repeta acelasi numar a, iar B = A — al,, are B? = 0, sau B3 =
0,7 — binomul lui Newton.

a

Matricea are forma (b

‘ab)? — A=7R(t) si A" = " R(nt).

Alta matrice de ordinul 2?7 — relatia Hamilton—Cayley.

In A2, A3 se vede un model clar? — intuiesc forma lui A™ si o demonstrez prin inductie.

I Exercitii

Lucreaza in ordine. La fiecare exercitiu, scrie mai intadi ce metoda alegi si de ce.

Nivel de baza

5. Fied= (‘C1 Z) € M, (C). Calculeaza A? si (a + d)A, apoi aratéd ca A?> — (a + d)A + (ad — bc)l, = 0,.
6. Fied=(] °)

a) Calculeaza AZ si A3.
b) Intuieste forma lui A™ si demonstreaz-o prin inductie matematica.
c) Calculeaza A,
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10.

1.

12,

13.

14.

15.

2 0 0
Fie matricea diagonala A={0 -1 0|

0 0 3
a) Calculeaza A™, n € N*.

b) Calculeaza A°.
0 1
FieA = (_1 0).
a) Calculeaza A? si arata ca A* = I,.
b) Calculeaza A%0%¢ sj A20%7,
2 =2
FieA = (1 _1).
a) Arata ca A% = A.
b) Calculeaza A%°%¢ si suma A + A? + --- + A'°.

FbA=G 9.

a) Determina numarul real k pentru care A% = kA.
b) Calculeaza A™, n € N*, si apoi 43.

0 1 2
Fie B = (0 0 3). Calculeaza B? si B3. Cat este B2026?

0 0 0
FbA=@ D.

a) Scrie A = 2I, + B si calculeaza B?.
b) Calculeaza A™ cu binomul lui Newton.
c) Calculeaza AS.

FbAz@ 3.

a) Scrie relatia Hamilton—Cayley pentru A.
b) Determind numerele reale x si y pentru care A3 = x4 + yl,.
c) Calculeaza A3.

1.
H _ 2 2
Fie A = i 1

2 2

a) Gasestet € [0,2m) pentru care A = R(t).

b) Calculeaza A3 si A°.

c) Care este cel mai mic n € N* pentru care A" = [,?

Adevarat sau fals? Pentru fiecare propozitie falsa, da un contraexemplu din M, (R).
a) Daca A? = 0,, atunci A = 0,.

b) (A+ )" =Xk_,Ck A¥, pentru orice A € M,(R) sin € N*.

c) (AB)? = A%B?, pentru orice A, B € M, (R).

d) Daca A3 = I,, atunci 42927 = A2,

Clasa a Xl-a - Algebra - Puterile unei matrice patratice

Clasa a Xl-a - Matematica-informatica

6/9



Fisa de lucru - Puterile unei matrice patratice

Nivel consolidat

16.

17.

18.

1 1 1
Fied=(0 1 1)
0 0 1

a) Scrie A = I; + B si calculeaza B? si B3.

1 n n(n+1)
b) Aratdca A" = 0 1 721 , pentru orice n € N*.
0 0 1
c) Calculeaza A°.
. 73 1
Fie A = (_1 1).

a) Scrie relatia Hamilton—Cayley pentru A si araté ca (4 — 21,)% = 0,.
b) Calculeaza A", n € N*.

c) Calculeaza A* in doud moduri: cu formula de la b) si ca A% - A2,
Fie A = (g _2)

a) Aratd ca A% = A+ 2I,.

b) Scrie A" = x,A + y,I, siarata ca x, ., = x,41 + 2xy,.

c) Determina x,, y, si A™.

d) Calculeaza AS.

19. Activitate pe grupe - Aceeasi matrice, trei drumuri.

20.

1 -1
1 1
Grupa 1: calculeaza A? si A* si foloseste puterile care se repeta.

Fie A = ( ) Clasa se imparte in trei grupe.
Grupa 2: scrie relatia Hamilton—Cayley si exprima A2 si A* in functie de A si I,.
Grupa 3: scrie A = V2 R(t) si foloseste R(t)" = R(nt).

a) Toate grupele: calculeaza A8.

b) Arata ca 42026 = 2m ((1) _01) si afla numarul natural m.
c) Comparati rezolvarile: care drum a fost cel mai scurt? Ce drum ati alege pentru 420277
Fie 4 = (‘/§ 1 )

-1 V3

a) Gaseste t € (—m, r] pentru care A = 2R(t). Atentie la semne!
b) Calculeaza A° si A2

c) Care este cel mai mic n € N* pentru care A™ = k I, cu k numar real?
2

21. Gaseste greseala.

2 1 01
1 2 10

a) Verifica formula elevului pentru n = 2. Unde a gresit?

Un elev scrie: ,4 = ( ) =2, +B,cuB = ( ) deci A" = 2", + n- 2" 1B

Clasa a Xl-a - Matematica-informatica

b) Calculeaza B? si reia calculul cu binomul lui Newton, grupand separat termenii cu B¥ = I, si pe

cei cu B¥ = B. Indicatie: 3" = (2+ 1)"si 1= (2— 1™

s« = an _ 3"+1 3"—1 . N
c) Aratdca A" = —— I, + —— B si calculeaza A™.
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22,

1 1 1
Fie] = (1 1 1).
1 1 1

a) Arata caj? = 3/ sidedu ca J* = 3%l pentru k > 1.
b) Folosind binomul lui Newton, arata ca (I + )" =I5 + %].

2 1 1\°
c) Calculeaza|1 2 1.

1 1 2

Nivel avansat

23.

24,

25.

26.

27.

2

1 x x?

Pentru x € R fie M(x) = 0 1 x
0 0 1

a) Arata ca M(x)-M(y) = M(x + y), pentru orice x,y € R.
b) Dedu (M(x))" si calculeaza (M(1))°.
c) Calculeaza produsul M(1) - M(2) - ...- M(10).

Sirul lui Fibonacci este definitprin F, =0, F; =1, Fpyy = F, + F,_;,n>1.Fie A = (1 (1))

Fopr B

a) Demonstreaza prin inductie ca A™ = (
Ey  Fnoa

), pentru orice n € N*.

b) Calculeaza A°.

c) Folosind A™*" = A™ . A", arata ca Fy,4, = Fpy1FE, + EnFy—q, pentru orice m,n € N*.
Fie A € M,(R) cu A3 = 0,, iar s si p numerele din relatia Hamilton—Cayley, A% = sA — pl,.
a) Arataca A3 = (s> —p)A—spl,.

b) Aratad ca A? = 0,. Indicatie: trateaza separat cazul A = k I,.

Cate matrice distincte are multimea {A™ | n € N*} pentru fiecare dintre matricele de mai jos?

) A=r(Z)

b) A= ((1’ :1) (din Exemplul 2)
o 4=(; 1)

Formuleaza tu.
Lucrati in perechi.
a) Gaseste o matrice B € M, (Z), B # 0,, cu B? = 0,.

b) Construieste cu ea o matrice A = al, + B si scrie pentru colegul de banca un exercitiu ca
exercitiul 12. Rezolva-l si tu, apoi schimbati caietele si comparati rezolvarile.

I Matrice in situatii practice

Situatiile sunt inventate, dar seamé&na cu cele reale. Treci datele dintr-un tabel intr-o matrice si folosesti
puterile ei ca sa prezici ce urmeaza.

28.

Biciclete de inchiriat.

O firma are 100 de biciclete si doua statii: Centru (C) si Parc (P). Luni dimineata toate bicicletele
sunt in C. In fiecare zi, din bicicletele aflate dimineata in C, 80% ajung seara tot in C si 20% in P.
Din cele aflate in P, 30% ajung in C si 70% raméan in P. Nu se pierde nicio bicicleta si nu se adauga
altele.

ajung in \ pleaca din C P
C 0,8 0,3
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P 0,2 0,7

a) Scrie matricea de tranzitie T din tabel. Ce inseamna elementul 0,37 Ce observi la suma
elementelor de pe fiecare coloana?
C
b) Notdm cu X,, = ( "
Pn
T X, sidedu ca X,, = T"X,.

c) Calculeaza X, X, si Xs.

100

) numarul de biciclete din C si din P dupa n zile, X, = ( 0

). Arata ca X1 =

d) Scrie relatia Hamilton—Cayley pentru T, determina T™ si arata ca c,, = 60 + ;—2.

e) Ce se intdmpla cu numarul de biciclete din fiecare statie dupa foarte multe zile? Cate biciclete ar
trebui sa fie in C si in P pentru ca numarul lor s& nu se mai schimbe de la o zi la alta?

29. Nava din joc.
Intr-un joc pe calculator, o nava porneste din punctul (1,0). La fiecare apasare a unei taste, nava se
X
roteste in jurul originii cu 30°, in sens trigonometric. Dupa n apasari, coordonatele ei sunt (yn) =
n

m\" (1

R (E) (0)'

a) Dupa céate apasari ajunge nava prima data thapoi in punctul de plecare?

b) Unde se afla nava dupa 2026 de apasari?

c) Programatorul vrea ca, la fiecare apasare, nava sa se si departeze de origine: distanta pana la
origine se dubleaza. Ce matrice A trebuie sa foloseasca in loc de R (%)’?
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    A 2026


    A  n


    A 2 = A ⋅ A


  A =  (    1  2   3  4 )


  ( x + 1  ) 4


    C 5 2


  cos ( a + b ) = …


  sin ( a + b ) = …


  cos   2 𝜋 3


  sin   2 𝜋 3


  A ∈  ℳ  p ( ℂ )


  A


    A 1 = A


    A  n + 1 =   A  n ⋅ A


  n ∈  ℕ ∗


    A 0 =   I  p


    A  m ⋅   A  n =   A  m + n


    (   A  m  )  n =   A  m n


    ( k A  )  n =   k  n   A  n


  k


  ( A B  )  n ≠   A  n   B  n


  ( A + B  ) 2 =   A 2 + A B + B A +   B 2


    A 2 + 2 A B +   B 2


    A 2


    A 3


    A 4


    A  n


  P ( n )


  P ( 1 )


  P ( k )


    A  k + 1 =   A  k ⋅ A


  P ( k + 1 )


    A  n


  A =  (    2  1   0  1 )


    A 2 =  (    4  3   0  1 )


      A 3 =  (    8  7   0  1 )


  P ( n ) :   A  n =  (     2  n   2  n − 1   0  1 )


  n = 1


   (    2  1   0  1 ) = A


    A  k + 1 =  (     2  k   2  k − 1   0  1 )  (    2  1   0  1 ) =  (     2  k + 1   2  k +  2  k − 1   0  1 ) =  (     2  k + 1   2  k + 1 − 1   0  1 )


    I  p


  −   I  p


    O  p


  A


    A 2


    A 3


    I  p


  −   I  p


    O  p


  A


    A  k =   I  p


  n


  k


  n = k ⋅ q + r


  0 ≤ r < k


    A  n =    (   A  k )  q ⋅   A  r =   A  r


    A 0 =   I  p


    A  k =   I  p   ⇒     A  n =   A  r


  r


  n


  k


    A  k = −   I  p   ⇒     A  2 k =   I  p


    B  k =   O  p   ⇒     B  n =   O  p


  n ≥ k


    A 2 = k A   ⇒     A  n =   k  n − 1 A


  n ≥ 1


    A 2026


  A =  (    0  − 1   1  − 1 )


    A 2 =  (    − 1  1   − 1  0 )


      A 3 =   A 2 ⋅ A =  (    1  0   0  1 ) =   I 2


  2026 = 3 ⋅ 675 + 1


    A 2026 =    (   A 3 ) 675 ⋅ A = A


    A 2 = k A


  A =  (    1  2   2  4 )


      A 2 =  (    5  10   10  20 ) = 5 A


    A 3 =   A 2 ⋅ A = 5   A 2 =  5 2 A


    A  n =  5  n − 1 A


    I  p ⋅ B = B ⋅   I  p = B


  A = a   I  p + B


  B


    O  p


  X Y = Y X


  ( X + Y  )  n =   ∑  k = 0  n    C  n  k     X  n − k   Y  k


  A = a   I  p + B


    B 2 =   O  p


    A  n =   a  n   I  p + n     a  n − 1 B


  A = a   I  p + B


    B 3 =   O  p


    A  n =   a  n   I  p + n     a  n − 1 B +   n ( n − 1 ) 2     a  n − 2   B 2


  A = a   I  p + B


  a


    B 2


    B 3


    O  p


    B  k =   O  p


  n = 1


    A  n


  A =  (    3  1  0   0  3  1   0  0  3 )


  A = 3   I 3 + B


  B =  (    0  1  0   0  0  1   0  0  0 )


      B 2 =  (    0  0  1   0  0  0   0  0  0 )


      B 3 =   O 3


    A  n =  3  n   I 3 + n ⋅  3  n − 1 B +   n ( n − 1 ) 2 ⋅  3  n − 2   B 2 =  (     3  n  n ⋅  3  n − 1    n ( n − 1 ) 2 ⋅  3  n − 2   0   3  n  n ⋅  3  n − 1   0  0   3  n )
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