Siruri. Notiuni introductive

Fisa de lucru — clasa a IX-a

Numele si prenumele: ......cceveveninecneinincncneee e, Data: .cccoeeeeene
La finalul fisei voi sti sa:

e recunosc un sir sili calculez termenii;

trec de la un mod de definire a unui sir la altul;
e |ucrez cu sirul sumelor partiale;

e aflu termenul general pentru recurente de forma x,, = x,_; + f(n) six, = x,_1 -
f);

e stabilesc monotonia unui sir cu diferenta, cu raportul sau prin inductie.

1. Ce este un sir

Definitie. Un sir de numere reale este o functie f: N* = R. Notam a,, = f(n).
e n este rangul (indicele) termenului.
* a, este termenul de rang n, numit si termenul general.

e Scriem sirul (a,),>1 Sau, pe scurt, a;; a,; as; ...

Rangul n este intotdeauna un numar natural. Termenul a,, poate fi orice numar real.
Uneori numerotarea incepe de la 0: scriem atunci (a;,)nso-

Atentie! Ordinea termenilor conteaza. Sirurile 1; 2; 3; 4; ...si 2; 1; 4; 3; ... sunt diferite.

2. Moduri de definire a unui sir

Acelasi sir poate fi dat in mai multe feluri. lata sirul 3; 9; 19; 33; 51; ... scris in cinci
moduri:

Modul Cum arata La ce e bun

Tn cuvinte (descriptiv) | ,fiecare termen este cu 1 mai mare decat spune regula pe inteles
dublul patratului rangului sau”

Prin enumerarea 3; 9; 19; 33; 51; ... arata cum ,,incepe” sirul
primilor termeni

Prin formula a,=2n*+1;,n=>1 calculam direct orice
termenului general termen: a;o = 201
Printr-o relatie de a,=3a,=a,1+4n—-2; n=>2 fiecare termen se obtine
recurenta din cel dinainte




Modul Cum arata La ce e bun

Prin tabel sau grafic | punctele (1; 3); (2;9); (3;19); ... vedem cum variaza sirul

De retinut
e Laorelatie de recurenta trebuie dat si primul termen. Fara el, sirul nu este bine definit.
e Graficul unui sir este format din puncte izolate (n; a,). Nu le unim cu o linie.

e (Cativa termeni nu determina singuri sirul. Din enumerare gasim o formula posibila, pe
care o verificam pe termenii dati.

Exemplul 1. Fie sirul (a,;)ns1, @Gn = Z—::
o . 5 6 3 7 8 4
a) Primii patru termeni: a; = ¥ a, = " = > az = Y a, = A = 3
b) Este Etermen al sirului? Rezolvam Z—: = S: 12n + 48 = 13n + 26, decin = 22. Da,
13
o e

c) Graficul: punctele (n; a,) pentrun =1; 2; ...; 8.

5/3
L] 3/2
4 7/5
1,5 L4 Py 4/3

o

3. Sirul sumelor partiale

Pentru un sir (a,),s1 Notam

n

Sn=a1+a2+---+an=2ak.
k=1

Sirul (S;)n=1 s€ numeste sirul sumelor partiale.
e Si=a;s5iS, =S8,_1+a, pentrun > 2.

e |Invers, dacastimS,:a, = S;sia, =S, — S,_1, pentrun = 2.

Atentie! Formula a,, = S,, — S,,_1 nu se aplica pentrun = 1. Verificam separat daca
formula gasita da si termenul a;.




Exemplul 2. Suma primilor n termeni ai unui sir este S,, = n? + 3n. Aflam a,,.
L a1=51=1+3=4‘.
e Pentrun=2:a,=S,—S,_.,=n*+3n—-(n—1?>-3(n—-1) =2n+ 2.

e Pentrun =1,formulada2-1+2 =4 = a,.Decia, = 2n + 2 pentru oricen > 1.

4. Termenul general din relatii de recurenta

4.1. Recurente de forma x,, = x,,_; + f(n)

Metoda (adunam relatiile)

1. Scriem relatia pentrun = 2; 3; ...; n:
X, = x1 + f(2)
x3 =%+ f(3)
Xp = Xp—q1 + f(n)

2. Adunam relatiile membru cu membru. Termenii x,; Xx3; ...; X,_1 apar in ambii
membri si se reduc.

3. Ramanex, = x; + f(2) + f(3) + - + f(n). Calculam suma cu sumele cunoscute.

4. Verificam formula pe x; si x,.

Exemplul 3. x; = 1six, = x,_; + 6n — 5, pentrun > 2.

Adunand relatiile: x,, = 1 + Y. 7_,(6k — 5). Pentru k = 1, termenul 6k — 5 este tocmai
1 = x,, deci

- nn+1) 5
xn=2(6k—5)=6-T—5n=3n —2n.
k=1

Verificare: x;, =3 —-2=1six,=1+7=8=12-4.V




4.2. Recurente de forma x,, = x,,_; - f(n)

Metoda (inmultim relatiile)

1. Scriemrelatiapentrun =2; 3; ...; nix, =x1 - f(2), x3=x5 - f(3), e, Xy = X1 °
fm).

2. Tnmultim relatiile membru cu membru. Simplificdm cu x,; x3; ...; x,_1 (sunt nenuli).

3. Ramanex, =x;-f(2)-f(3):...- f(n). Fractiile se simplifica ,,in lant”.

4. Verificam formula pe x; si x,.

q 2n
Exemplul 4. x; = 1six, = —1 n-1 pentrun = 2.

2:2 2-3 2-4 2'n

Xp =

3 4 5 T n+1
: .2 3 n TP y o s A 2
Factorul 2 apare de n — 1 ori. Fractiile = - = - ... - — se simplifica ,,in lant” si ramane —.
3 4 n+1 n+1

Deci

2n—1 2 zn

X, = =
" n+l n+1
. 2 . 4 4 22

Verificare: x; = o= 1six, =§-1 =§=?\/

5. Monotonia unui sir

Definitie. Sirul (a,),s, este:

e strict crescator, daca a,, < a, 4, pentruoricen > 1;

e crescator, daca a,, < a, ,, pentru oricen = 1;

e strict descrescator, daca a,, > a,,,, pentru oricen = 1;
e descrescator, daca a,, = a,,, pentruoricen > 1.

Un sir crescator sau descrescator se numeste monoton.
Este monotonia functiei f: N* - R, f(n) = a,. La siruri este suficient sd comparam doi
termeni consecutivi.

Un sir este nemonoton daca gasim trei termeni care ,,urca si apoi coboara” (sau invers). De
exemplu, a; < a, sia, > as.




De retinut: trei metode

1. Diferenta. Calculam a,,; — a,, o aducem la o forma simpla si ii studiem semnul. Daca
an+1 — a, > 0 pentru orice n, sirul este strict crescator. Daca a,,.; — a,, < 0 pentru
orice n, sirul este strict descrescator.

an+1

2. Raportul. Se foloseste numai daca toti termenii sunt strict pozitivi. Comparam cu

an
1. Daca raportul este mai mare decat 1, sirul este strict crescator. Daca este mai mic
decat 1, sirul este strict descrescator. Metoda e potrivita cand a,, contine puteri sau

produse.

3. Inductia. Se foloseste cand sirul este dat prin recurenta x,,.; = g(x,). Verificam x; <
X5 (sau x; > x,). Aratam ca din x;, < Xxp4q rezultd x;q < Xjpy2-

Exemplul 5.
a) Diferenta. an=4n+1.
n+2
_4n+5 4n+1 (An+5)(n+2)—(“4n+1)(n+3)
it = = T 2 (n+2)(n+3)
_4n*+13n+10—-4n* —13n -3 _ 7 >0
B (n+2)(n+ 3) T m+2)(n+3)"

Sirul este strict crescator.
. . e : .. . I
b) Raportul. Sirul din Exemplul 4: x,, = T Toti termenii sunt strict pozitivi.

Xpyr 271 n+1_2n+2>
x, n+2 2" n+2

pentru ca 2n + 2 > n + 2 pentru orice n = 1. Sirul este strict crescator.

. : Xn+6 cex oy :
c) Inductia. x; = 1six,q = "T, pentrun = 1. Aratam ca x,, < X1 pentru orice n >
1.

o 7
e Verificare: x, = 3 1=x;.

e Pasul de inductie: presupunem x;, < Xp41. Atunci x;, + 6 < X3, + 6, deci
X +6 < Xks1 T 6
3 3

Conform principiului inductiei matematice, sirul este strict crescator.

, adicd X1 < Xpyo-




Exercitii

Nivel de baza

2n—-1
n+2 "’

1. Se considerad sirul (a,)ps1, An =
a) Calculati a4, a,, as sia,.
b) Aratatica % este termen al sirului si aflati-i rangul.
c) Este numarul 2 termen al sirului? Justificati.
2. Scrieti primii cinci termeni ai fiecarui sir:
a) sirul numerelor prime, in ordine crescatoare;
b) sirul patratelor perfecte nenule, in ordine crescatoare;
c) sirul (13,) 51, Unde 1, este restul impartirii lui n la 3.
3. Gasiti o formula posibila pentru termenul general, n > 1:
a) 3;5,7;9; ..
b) i; 3; z; g;
¢ —-1;1;, -1; 1; ...
d) 0; 3; 8; 15; 24; ...

4. Relatii de recurenta.

a) Sirul (X )ns1 are x; = 2si x4 = 2x, — 1, pentrun = 1. Calculati x,, x5, x4
Si Xs.

b) Primii termeni ai unui sir sunt 1; 4; 13; 40; 121. Gasiti o relatie de
recurenta de forma x,,; = a - x,, + b care i genereaza.

Indicatie: comparati fiecare termen cu triplul celui dinainte.

5. Fiesirula, = (—=1)" - (2n — 1), n = 1. Scrieti primii cinci termeni, apoi calculati S,
S, 83,8, 51 Ss.

6. Studiati monotonia sirurilor folosind diferenta:

a) an=5—§; b)bn=Z—:i‘.

Nivel consolidat

7. Aflati termenul general a,, al sirului pentru care suma primilor n termeni este:



a) S,=3n*’—-n; b)S,=n>+n+1.
Indicatie: 1a b) comparati formula obtinuta pentrun > 2 cu a;.
8. Aflati termenul general al sirului:
a) x; =2,%x, =X,_1 +6n—2,pentrun = 2;
b) x; =4, x, =x,_; +3n*+ 1, pentrun > 2.
Indicatie: folositi sumele YX}_, k si Yn_, k2.

9. Aflati termenul general al sirului:

n+2

a) x,=1,x, = — " Xn-1, PeNtrun > 2;
n-1

b) x;, =4,x, = — Xn-1 pentrun = 2.

10. Studiati monotonia sirurilor folosind raportul:

_ 2:5:8-.-(3n-1)

n
a) a, = 3_1'1’ b) bn - 3:6:9-....(3n) )

11.Un videoclip are 10 vizualizari in prima zi dupd postare. In fiecare zi urmatoare,
numarul vizualizarilor din ziua n este cu 2n mai mare decat in ziua precedenta.

a) Notati cu x,, numarul vizualizarilor din ziua n. Scrieti relatia de recurenta.
b) Aflati termenul general x,,. Cate vizualizari are videoclipul in ziua a 10-a?
c) Cate vizualizari are videoclipul, in total, in primele 10 zile?

. . Xnt+3 v . - . v .
12.Sirul (%) ps1 are x; = 5si Xy = ”T, pentrun > 1. Aratati prin inductie ca sirul

este strict descrescator.

Nivel avansat

n(n+1)

13.5irul (xn)n>1 are x, = 1six, == 0

Xp_1, pentrun = 2.

a) Aflati termenul general.

b) Studiati monotonia sirului.

. rers . ) . 2
Indicatie: despartiti produsul in doua ,lanturi”: T

2
. . n
14.Fie sirul a,, = o > 1.

an+1

a) Aratatica < 1dacd sinumaidacdn? —2n—1 > 0.

an

b) Calculati a,, a,, as, a,. Este sirul monoton? Incepand de la ce rang termenii
scad?



15.Sirul (%) ps1 arex; = 1six, 1 = m, pentrun > 1.
a) Aratati prininductie ca x,, < 2 pentru oricen > 1.
b) Aratati prin inductie ca sirul este strict crescator.
16.Revenim la sirul de la exercitiul 4 a): x; = 2, x,41 = 2x, — 1.
a) Comparati termenii x;; ...; xg cu puterile lui 2. Intuiti o formula pentru x,,.

b) Demonstrati formula prin inductie matematica.

Pentru cei care vor mai mult

. . . n+m .
17.Determinati numerele reale m pentru care sirul a,, = M2 1, este strict

descrescator. Ce se intampla pentrum = 0?

Indicatie: folositi diferenta. De ce nu putem folosi raportul pentru orice m?
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    a  n = f ( n )


  n


    a  n


  n


  (   a  n  )  n ≥ 1


    a 1 ;     a 2 ;     a 3 ;   …
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