Matematica - Clasa a IX-a Teorie sintetizata — numere reale

TEORIE SINTETIZATA

Numere reale. Modulul unui numar real. Partea intreaga si partea fractionara

Legatura cu programa. Multimea numerelor reale, modulul (definitie, proprietati, interpretare ca
distanta), intervalele si inecuatiile in /R sunt achizitii din clasele a VII-a — a VIII-a, pe care le
reactivam la inceputul clasei a [X-a.

Partea intreaga si partea fractionard sunt notiuni noi. Programa de clasa a [X-a le prevede ca
exemple de functii (functia modul, functia parte intreaga, functia parte fractionarad) in Unitatea de
invatare 4 — Functii. Proprietati generale. Aici lucram cu ele ca numere; graficele si proprietatile
lor ca functii se studiaza in Unitatea 4.

1. Multimi de numere

« N={0, 1, 2, 3, ...} — numerele naturale; Z={..., -2, -1, 0, 1, 2, ...} — numerele
intregi;

« Q= {% | a€ Z, b€ Z'} — numerele rationale (scriere zecimald finita sau periodicd);

* R \@Q — numerele irationale (scriere zecimala infinitd si neperiodica), de exemplu \/E, \/§, TT;

« NcZ c@cR; notatii: R"=R \[0], R.=(0, +»), R _=(-0c, 0),

2. Relatia de ordine pe R. Intervale

2.1. Proprietati ale inegalitatilor
Pentru oricea, b, ¢, deR:
* a<bsib<c = a<c (tranzitivitate); a<b = a+c<b+c;
* a<bsic<d = a+c<b+d (inegalitatile de acelasi sens se aduna);
* a<bsic>0 = ac<bc; a<bsic<0 = ac=bc (se schimba sensul inegalititii!);

1.1 ) )
. 0<asb:>525; x*>0 pentru orice X € R, iar x’=0 = x=0.

2.2. Intervale de numere reale
Fiea, beR,a<b.

Tipul intervalului Notatia Multimea
inchis [a, b] [xER | a<x<b]
deschis (a, b) [xER | a<x<b]
. ' [a, b) [xER | a<x<b]|
semideschis (a, b] (xeR | a<x<b]
o [a, +), (@, +o) (XER | x2a}, [x€R | x>a]
nemarginit (o0, b], (-o, b) (xeéR | x<b}, (xeR | x<b)

Exemplu. Pentru A=[-2, 3)si B=(1, 5]: AnB=(1, 3),AUB=[-2, 5], A\B=[-2, 1],
B\A=[3, 5].
La + oo intervalul este intotdeauna deschis: scriem [a, +), niciodatd [a, +o].
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3. Modulul unui numar real

3.1. Definitie. Interpretare geometrica
I Definitie. Modulul (valoarea absolutd) a numarului real x este:

Ix|={ % daca x>0
-x, daca x<0

* |x| este distanta de la punctul de coordonata x la originea axei; |x —a| este distanta dintre punctele

de coordonate x si a.

n—3|=m -3 (deoarece 1 >3).

« Exemple: |-5|=5; [0]=0; \/5—2‘:2—\E(deoarece\@<2);

3.2. Proprietatile modulului
Pentru orice x, y € R sia>0:

Nr

Proprietatea Observatii / exemple
1 |x|20; |x|=0<x=0 ‘E(x)|=—3 nu are solutii
2 [=x[=[xls —|x]<x<]x] 3 - x|=|x-3|
5 sl s[5 e -2x/=2ly
4 Ixf=x V=l J(1-v3f=\3-1
5 |x+yl|<|x|+|y| (inegalitatea triunghiului) egalitate = xy>0
6 Hx\ - |y|| <|x-y| se obtine din proprietatea 5
7 | Ixl=lyl = x=y s x=—y xl=lyl = xi=y?
8 |x|<a = —as<x<a - x€[-a, a] Ix|<a = x&e(-a, a)
9 |x|za = x<-asaux=>a x€(-o, —alU[a, +)

3.3. Calcule: eliminarea modulului
Stabilim semnul expresiei din modul (comparand numerele), apoi aplicdm definitia.

Exemplul 1. a=|v3-2|+|1-V3|. Cum vV3<25iv/3>1: a=(2-V3)+(V3-1)=1eN.
Exemplul 2. Pentru x €[ -2, 1]: x—1<0si x+220, deci |x —1|+|x+2|=(1-x)+(x+2)=3 (nu
depinde de x).

Exemplul 3. (y5 -3 +(V5 -2 =|[V5 - 3|+[y5 - 2|=3 - V5 +V5 - 2=1.

3.4. Ecuatii cu modul

Tipul ecuatiei Metoda de rezolvare
a<0:S=.4; a=0: E(x)=0;
|E(x)|=a
a>0: E(x)=asau E(x)=-a.
|E(x)‘=‘F(x)| E(x)=F(x)sau E(x)=-F(x).
conditie: F(x)>0;
|E(x)|=F(x) E(x)=F(x)sau E(x)=-F(x); pastram doar solutiile care

verifica conditia.
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Tipul ecuatiei Metoda de rezolvare

metoda intervalelor: impartim axa prin zerourile expresiilor din

sume de module . 3 .
module si rezolvam pe fiecare interval.

Exemplul 4. [2x-1|=5 = 2x-1=5sau2x-1=-5 < x=3sau x=—2. Deci S={-2, 3}.
Exemplul 5. [x+1|=2x-4. Conditia: 2x —4>0 = x>2.
x+1=2x-4=x=5 (convine); x+1=—(2x-4)=x=1 (nu convine, 1<2). Deci S={5].

Exemplul 6. |x|+|x - 2|=4. Zerourile expresiilor din module sunt 0 si 2:

X (=0, 0) [0, 2) (2, +oo)

\x| - X X X
|x—2\ 2-X 2-Xx x—2
ccuatia 2-2x=4=x=-1v 2=4, fals 2x-2=4=x=3V
devine

Solutiile gisite apartin intervalelor corespunzitoare, deci S={-1, 3].

3.5. Inecuatii cu modul

Tipul inecuatiei Echivalenta
|E(x)|<a, a>0 -a<E(x)<a

|E(x)|2a, a>0 E(x)<—asau E(x)>a (reuniune de intervale)
|E(x)|<a, a<0 S=4

|E(x)‘2a, a<0 S=R

Exemplul 7. [3x-2|<4 = —4<3x-2<4 = —2<3x<6 « —§<x<2. Deci5=(—§, 2).
Exemplul 8. [x+3|>2 « x+3<-2sau x+322 = x<-5 sau x>—1. Deci
S=(-w, -5]U[-1, +o).

Exemplul 9 (distanta). |x — 4|<1: punctele aflate la distanta cel mult 1 de punctul 4, adica
S=[3, 5].

4. Partea intreaga si partea fractionara a unui numar real

4.1. Definitii
Definitie. Pentru orice x € /R exista un singur numar intreg k astfel incat k<x<k+1. Acest numar
se numeste partea intreaga a lui x si se noteaza [x]. Asadar [x] este cel mai mare numar intreg mai
mic sau egal cu x.
Partea fractionari a lui x este [x]=x - [x]. (In unele carti se foloseste notatia /x /.)

X [x [x} Justificare

2,6 2 0,6 2<2,6<3
-2,6 -3 0,4 -3<-2,6<-2

5 5 0 5eZ
-0,25 -1 0,75 -1<-0,25<0
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X [x] (x] Justificare
V10 3 V10-3 3<110<4
-2 -2 2-42 —2<-y2<-1

Atentie! [-2,6]=-3, nu — 2. Pentru numerele negative, partea intreagd nu se obtine ,,tdind
zecimalele”. Partea fractionara este intotdeauna in [0, 1):[-2,6/=-2,6-(-3)=0,4.

4.2. Proprietati
Pentruorice x, yeR sike Z:

Nr Proprietatea Observatii / exemple

1 | [x]<x<[x]+1; echivalent: x —1<[x]<x x|le Zz

2 [x]=k = k<x<k+1 = x€[k, k+1) [x]=%nuare solutii
x=[x]+|x]; 0<(x|<1; [x]=0=x€Z [x] =1,2 nu are solutii

4 [x+k]=[x]+k; [x+k|=x] [x+3]=[x]+3
[x]+[-x|=0dacixe Z,=-1dacix& Z

5 (.. (| +[-n]=3+(-4)=-1
x|+ x|=

0
Odacaxe Z,=1dacaxg Z
<ly] implicatia reciprocd este falsa

egalitate in stinga < |[x]+|y|<1

ENES
+
=.
A | —
>
+
=.
A
>,
<.
+
)—\

k+1; [x]<k = x<k; [x]2k = x>k | utile la inecuatii

extindere — demonstratia: fisa de lucru,
itemul 29

4.3. Calcule
Exemplul 10. 49<50<64 = 7<+/50<8, deci [v50]=7, [V50|=+/50 - 7=5v2 - 7, iar [~ V/50]= - 8.
Exemplul 11. S=[V1]+[v2]+...+[V8]. Pentrun €1, 2, 3} avem [Vn|=1, iar pentru

ne(4, ..., 8} avem [Vn|=2. Deci $=3 -1+5 -2=13.
4.4. Ecuatii cu parte intreaga si parte fractionara

Tipul ecuatiei Metoda de rezolvare

[E(x)]Zk, keZ k<E(x)<k+1 (daci membrul drept nu este intreg, S=.4).
E(x)]=F(x) notdm F (x)=k 6%, exprirpérfl X in'func‘gie‘: de k, i@punem

k<E(x)<k+1, aflam valorile intregi ale lui k, apoi x.

ecuatii cu [x] si [x] scriem x=k+f, cuk=[x|€ Z sif=|x] €[0, 1).

expresii in [ x| substitutia t =[x, cut € Z.

-1

-1
| Exemplul 12. lXTlZB ~3<X <4 o 6<x-1<8 = 7<x<9.Deci S=[7, 9).
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-1 .  x+2 2k+3
.NotémXTZREZ,de01x=2k+1§1X3 ===

x+2 :x—l
3 2

Exemplul 13. l

2k+3

k< <k+1 « 3k<2k+3<3k+3 = 0<k<3 = ke(1, 2, 3] = S=(3, 5, 7.

Exemplul 14. 2[x]=3(x]. Cu x=k+f: 2k=3f, decif=%é[0, 1) = 0<2k<3 = kel0, 1},

k=0=f=0=x=0; k=1:>f=§=>x=%DeciS=[0, %}.
Exemplul 15. [x]"-3[x]+2=0. Cut=[x]: (¢-1)(¢-2)=0 = [x| (1, 2} =
x€e[1, 2)ul2, 3)=[1, 3).

4.5. Inecuatii cu parte intreaga
Exemplul 16. [2x-1]<3 & [2x-1|<2 « 2x-1<3 = x<2. Deci S=(-o, 2).

Exemplul 17. _1S[§]£1 - —1£§<2 = —2<x<4.DeciS=[-2, 4).

5. Greseli frecvente

Gresit Corect
VxP=x VxP=x|
la+b|=|a|+|b| la+b|<|a|+|b|, cu egalitate doar daca ab>0

|x|=-3=x=%3 x|>0, deci ecuatia nu are solutii

|x—3|=2x=x-3=+2x, fari alte conditii intai conditia 2 x>0, apoi verificarea solutiilor
|x|<a=x<a |x|<a = —a<x<a (a>0)

[-3,4]=-3 [-3,4]=-45i[-3,4/=06

[2x]=2[x] fals in general: [2-0,5]=1, dar 2[0,5]=0
[x+y]=[x]+[y] adevarat doar dacé[x]+[y}<1

6. Algoritm general pentru ecuatii si inecuatii

1. Identific tipul ecuatiei/inecuatiei (tabelele de la 3.4, 3.5 si 4.4).

2. Scriu conditiile: membrul drept >0 (la |E(x)|=F(x)), k € Z (la parte intreagd), f €[0, 1) (la
parte fractionara).

Rezolv pe cazuri sau pe intervale.

Intersectez solutiile fiecarui caz cu intervalul sau conditia cazului respectiv.

Reunesc solutiile si scriu multimea S (ca multime finitd sau ca interval/reuniune de intervale).

S hW

Verific prin inlocuire cel putin o solutie.
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